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Рассматривается объект, который имеет m  входов ix , 1i ,m= и один 
выход y . Зависимость ( )y f x= , где 
( )1 2
T
mx x ,x , , x= K , будем искать у 
виде уравнения регрессии
0 1
ji
mn
j i
j i
y c xϕ
= =
=∑ ∏ ,        (1)
где jc  - коэффициенты полинома; 
jiϕ  - степени аргументов, удовлетво-
ряющие ограничению 
1
m
ji
i
r ,
=
ϕ ≤∑  
j∀ . Число членов n  полинома (1) 
определяют по формуле [1]:
( m r )!n
m! r !
+
= .               (2)
В том случае, когда переменные 
ix , 1i ,m= , измеряются без ошибок, 
а на значение y  накладывается ад-
дитивная помеха, которая имеет нор-
мальный закон распределения, и па-
раметры такого закона являются неиз-
менными для всех точек наблюдений. 
Тогда для определения параметров 
модели (1) можно использовать метод 
наименьших квадратов или обобщен-
ный метод наименьших квадратов для 
случая, когда дисперсии аддитивного 
препятствия известны, но разные в 
точках наблюдений.
На практике информация о ста-
тистических характеристиках адди-
тивной помехи доступна только в от-
дельных случаях. Более того, входные 
величины по тем или иным причинам 
измеряется неточно и их значения 
можно указать с некоторой неуверен-
ностью. Задача идентификации зна-
чительно усложняется в тех случаях, 
когда измерительный сигнал проходит 
через естественный канал с неизвест-
ными статистическими характеристи-
ками. Такая ситуация встречается, на-
пример, при бурении скважин, когда 
осевая нагрузка на долото и частота 
его вращения измеряются наземными 
приборами.
В таких случаях входные величи-
ны ix , 1i ,m=  естественно интер-
претировать как нечеткие величины с 
функциями принадлежности 
( )
( )( )20
2exp 2
i i
i
xi
x x
x
⎛ ⎞−⎜ ⎟μ = −⎜ ⎟α⎜ ⎟
⎝ ⎠
.  (3)
где ( )0ix , iα , 1i ,m=  - соответ-
ственно модальное значение и пара-
метр нечеткости функции принадлеж-
ности.
Будем искать функцию принад-
лежности выходной величины. 
 
         
( )
1 1
ji
mn
j i
j i
y c xϕ
= =
⎛ ⎞
μ = μ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∏
 
( )2
2exp 2
y
y
y a⎛ ⎞−⎜ ⎟= −
⎜ ⎟α
⎝ ⎠
       (4)
Параметры ya  и yα  функции 
принадлежности (3) определим, ис-
пользуя правила выполнения ариф-
метических операций над нечеткими 
числами - типа ( )L R−  в гауссовом 
базисе [2, 3]. Исходя из структуры мо-
дели (1), для определения параметров 
ya  и yα  функции принадлежности 
(4), необходимы такие операции над 
нечеткими числами как сложение, ум-
ножение нечетких чисел и умножения 
нечеткого числа на четкое.
Пусть 1 1 1LRA a , ,= α β  и 
2 2 2LRB a , ,= α β  - нечеткие 
числа ( )L R− - типа, где 1a , 2a  
- модальные значения; 1α , 2α , 
1β , 2β  - левые и правые коэффици-
енты нечеткости. Тогда параметры 
нечетких чисел 
LR LR LRC A B= + =
a, ,= α β , LR LR LRC A B a, ,= ⋅ = α β  
и 
LR LRC qA a, ,= = α β  соответствен-
но вычисляются по следующим форму-
лам:
1 2a a a= + ,  1 2α = α +α , 
1 2β = β +β ;           (5)
1 2a a a= , 1 2 2 1a aα = α + α , 
1 2 2 1a aβ = β + β ;      (6)
1a qa= , 1qα = α , 1qβ = β .  (7)
Вычислим сумму n  нечетких 
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чисел 
1
n
i
i
s z
=
=∑ , для каждого из 
которых функция принадлежно-
сти определяется формулой, кото-
рая аналогична формуле (3). Очевид-
но, что ( )LRi z,i z,i z,iz a , ,= α α . Имеем 
1 2 1 2..s z z= + . В соответствии с фор-
мулой (5) ( )1 2 1 2 1 2 1 2
LR
.. .. .. ..s a , ,= α α , 
где 1 2 1 2.. z za a a= + , 1 2 1 2.. z zα = α +α . 
Поскольку 1 3 1 2 3 1 2 3.. ..s z z z s z= + + = +  
то ( )
1 3 1 3 1 3 1 3
LR
.. .. .. ..s a , ,= α α , где 
1 3 1 2 3.. .. za a a= + , 1 3 1 2 3.. .. zα = α +α . С 
учетом значений 1 2..a  и 1 2..α  бу-
дем иметь 1 3 1 2 3.. z z za a a a= + + , 
1 3 1 2 3.. z z zα = α +α +α . Продолжая 
такой итерационный процес, в общем 
случае получим следующий резуль-
тат: LR s s ss a , ,= α α , где
1
n
s zi
i
a a
=
=∑ , 
1
n
s zi
i=
α = α∑ . (8)
Используя формулу (6), можно по-
казать, что в случае, когда 
1
n
i i
i
s c z
=
=∑  
будем иметь LR s s ss a , ,= α α , где
1
n
s i zi
i
a c a
=
=∑ , 
1
n
s i zi
i
c
=
α = α∑ .   (9)
Для произведения m  не-
четких чисел 
1
m
i
i
V z
=
=∏ , где 
( )LR
i z,i z,i z,iz a , ,= α α , будем иметь 
1 2 1 2..V z z= . Найдем параметры нечет-
кой величины ( )1 2 1 2 1 2 1 2
LR
.. .. .. ..V a , ,= α α  
Согласно формуле (7) 1 2 1 2.. z za a a=  и 
1 2 1 2 2 1.. z z z za aα = α + α . Теперь можем за-
писать 
1 3 1 2 3 1 2 3.. ..V z z z V z= =  и соответ-
ственно ( )1 3 1 3 1 3 1 3
LR
.. .. .. ..V a , ,= α α . Находим 
1 3 1 2 3.. ..a a a=  и 1 3 1 2 3 3 1 2.. .. ..a aα = α + α  
Учитывая значение 1 2..a  и 1 2..α  
получим 1 3 1 2 3.. z z za a a a=  и 
( )1 3 1 2 3 3 1 2 2 1.. z z z z z z z za a a a aα = α + α + α =  
1 2 3 1 3 2 2 3 1z z z z z z z z za a a a a a= α + α + α  
Поскольку 
1 4 1 3 4.. ..V V z=  и 
( )
1 4 1 4 1 4 1 4
LR
.. .. .. ..V a , ,= α α , то со-
гласно (7) 1 4 1 3 4.. .. za a a=  и 
1 4 1 3 4 4 1 3.. .. z z ..a aα = α + α . Если 
учесть ранее найденные значе-
ния 
1 2..a  и 1 2..α , то будем иметь 
1 4 1 2 3 4.. z z z za a a a a=  и 1 4..α =  
(1 2 3 4 4 1 2 3z z z z z z z za a a a a a= α + α +
)1 3 2 2 3 1z z z z z za a a a+ α + α =
1 2 4 3 1 3 4 2z z z z z z z za a a a a aα + α +
2 3 4 1z z z za a a+ α  .
Обобщая полученный ре-
зультат, приходим к выводу, что 
LR V V VV a , ,= α α , где
1
m
V zi
i
a a
=
=∏ , 
1 1
mm
V zi zk
i k ,
k i
a
= =
≠
α = α∑ ∏
   
(10)
Используя формулу (10), найдем 
степень нечеткого числа ( )L R− - 
типа. Если 1 2 mz z z z= = = =L , то 
mV z=  и LR V V VV a , ,= α α . Итак,
m
V za a= , 
1m
V z zm a
−α = α , 2m ≥ .  (11)
Полученные результаты позволя-
ют найти функцию принадлежности 
( )yμ  исходной величины y . Введем 
обозначения 
1
ji
m
j i
i
z xϕ
=
=∏ . Тогда 
модель (1) примет следующий вид:
0
n
j j
j
y c z
=
=∑  и LR y y yy a , ,= α α . 
Согласно формул (10) 
0
n
y j zj
j
a c a
=
=∑  
и 
0
n
y j zj
j
c
=
α = α∑ . Найдем значение 
zja  и zjα . Для этого введем еще одну 
нечеткую переменную ( ) jii ip j x
ϕ= и 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )LRi pi pi pip j a j , j , j= α α . 
Тогда ( )
1
m
j i
i
z p j
=
=∏ . В соответствии 
с формулами (10) 
( )
1
m
zj pi
i
a a j
=
=∏  и 
( ) ( )
1 1
mm
zj pi pk
i k ,
k i
j a j
= =
≠
α = α∑ ∏ .   (12)
Поскольку ( ) jii ip j x
ϕ= и 
( ) ( )0LR
i i xi xix x , ,= α α , 1i ,m= , то 
согласно формул (11) 
( ) ( )( )0 jipi ia j x ϕ= , ( ) ( )( )0 jpk ia j x ϕ=  и 
( ) ( )( ) 10 jipi ji i xij x ϕ −α = ϕ α . Подстав-
ляя полученные результаты в форму-
лы (12), получим ( )( )0
1
ji
m
zj i
i
a x
ϕ
=
=∏  
и ( )( ) ( )( )10 0
1 1
ji jk
mm
zj ji i xi i
i k ,
k i
x x
ϕ − ϕ
= =
≠
α = ϕ α∑ ∏ . 
Зная zja  и zjα , находим
( )( )0
0 1
jk
mn
y j i
j k
a c x
ϕ
= =
=∑ ∏ , 
( )( ) ( )( )10 0
0 1 1
ji jk
mn m
y j ji i xi i
j i k ,
k i
c x x
ϕ − ϕ
= = =
≠
⎛ ⎞
⎜ ⎟α = ϕ α⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∏  . 
(13)
Для функции принадлежно-
сти (4) определим γ  - срез. Тогда 
( )2
2exp 2
y
y
y a⎛ ⎞−⎜ ⎟− = γ
⎜ ⎟α
⎝ ⎠
.
С последнего уравнения опреде-
лим
2
1lny yy a= +α γ
.      (14)
Подставляя значения ya  и yα  с 
(13) в форму (14), получаем
( )( )0
0 1
jk
mn
j i
j i
y c x
ϕ
= =
⎛
⎜= +⎜
⎜
⎝
∑ ∏
( )( ) ( )( )10 0
1 1
ji jk
mm
ji i xi k
i k ,
k i
A x x
ϕ − ϕ
γ
= =
≠
⎞⎛ ⎞
⎟⎜ ⎟+ ϕ α ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎝ ⎠⎠
∑ ∏ , (15)
где 2
1lnAγ = γ
.
Полученный результат свидетель-
ствует о том, что учет нечеткости 
исходных данных приводит к по-
явлению определенного «штрафа», 
величина которого определяется 
параметрами функций принадлеж-
ности (3).
Теперь можно сформулировать 
задачу нечеткой идентификации 
следующим образом: определить 
параметры jc , 0 1j ,n= −  моде-
ли (15) таким образом, чтобы ми-
нимизировать сумму квадратов 
отклонений расчетных значений, 
определяемых соотношением (15), 
от значений, наблюдаемых на вы-
ходе объекта
( ) ( )2
1
N
t t
t
J c Y y
=
= −∑ ,     (16)
где ty  - вычисленные значения 
выходной величины для каждой точки 
наблюдений.
Допускаем, что наблюдению до-
ступны входящие величины ( )0ix , 
которые обозначим как ix , 1i ,m= . 
Сформируем матрицу F  из функций 
при коэффициентах 
jc  уравнения ре-
,
,
.
.
,
.
20
грессии (15) размером n N× , где N  
- число наблюдений за входными и 
выходной величинами.
Тогда y Fc=  и функционал (15) 
примет следующий вид:
( ) ( ) ( )TJ c Y y Y y= − − ,     (16)
где ( )1 2
T
NY Y ,Y , ,Y= K  - век-
тор значений исходной величины в 
каждой точке наблюдений 1t ,N= ; 
( )1 2
T
Ny y , y , , y= K  - вектор вычис-
ленных значений выходной величины 
по формуле (15) в каждой точке на-
блюдений.
Минимизация функционала (16) 
за вектор-переменной c  приводить 
приводит к такому результату [4]: 
1 Tc M F Y−= , де TM F F=  - матрица 
Фишера. 
Допустим, что зависимость между 
входом и выходом некоторого объекта 
описывается соотношением (1). При 
этом 2m =  и 2r = . Количество чле-
нов такой регрессионной зависимости 
вычислим по формуле (2) - 6n = .
Введем такое обозначение: 
( ) ( )( ) ( )( )10 0
1 1
ji jk
mm
ji ji i xi k
i k ,
k i
f x , x x
ϕ − ϕ
= =
≠
ϕ = ϕ α∑ ∏ . 
Образуем матрицу степеней ре-
грессионной модели (1) 
01 11 21 31 41 51
02 12 22 32 42 52
T ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤Φ = =⎢ ⎥ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⎣ ⎦
0 1 0 1 2 0
0 0 1 1 0 2
⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
.
Вычислим ( ) 01 0210 01 1 1 2if x , x xϕ − ϕϕ = ϕ α +
02 011
02 2 2 1x x
ϕ − ϕ+ ϕ α . Учитывая значение 
01ϕ  и 02ϕ , получим ( )0 0if x ,ϕ = . 
Аналогично находим, что
( ) 11 1211 11 1 1 2i xf x , x xϕ − ϕϕ = ϕ α +
12 111
12 2 2 1 1x xx x
ϕ − ϕ+ ϕ α = α , 
( ) 21 22 2212 21 1 1 2 22 2i xf x , x x xϕ − ϕ ϕϕ = ϕ α +ϕ , 
( ) 31 32 32 311 13 31 1 1 2 32 2 2 1i x xf x , x x x xϕ − ϕ ϕ − ϕϕ = ϕ α +ϕ α =  
1 2 2 1x xx x= α +α , 
( ) 41 4214 41 1 1 2i xf x , x xϕ − ϕϕ = ϕ α +ϕ,
22 211
22 2 2 1 2x xx x
ϕ − ϕ+ ϕ α = α
( )5if x ,ϕ =  
51 52 52 511 1
51 1 1 2 52 2 2 1 2 22x x xx x x x x
ϕ − ϕ ϕ − ϕ= ϕ α +ϕ α = α .
Итак, с учетом нечеткости 
входных переменных, выход объ-
екта ( 2m = , 2r = ) описываться та-
кой эмпирической зависимостью: 
( ) ( )0 1 1 1 2 2 2x xy c c x A c x Aγ γ= + + α + + α +  
( )( )3 1 2 1 2 2 1x xc x x A x xγ+ + α + α
( ) ( )2 24 1 1 1 5 2 2 22 2x xc x A x c x A xγ γ+ + α + + α .
В том случае, когда 1γ =  тогда и 
мы приходим к четкой задачи иден-
тификации, в которой модальные 
значения входной величины ото-
ждествлены с их значениями, под-
даются непосредственному наблю-
дению.
Эффективность и работоспособ-
ность разработанного метода моде-
лирования проверялась на примере 
процесса углубления скважин. Про-
мышленных данные были получены 
при бурении одной из скважин Над-
вирнянского УБР.
Исследовалась функциональная 
зависимость механической скорости 
бурения от технологических параме-
тров такие как осевая нагрузка на до-
лото P  и частота его вращения дN . 
Поскольку режимные параметры P  и 
дN  измеряются наземными прибора-
ми, то значение P  и дN  рассматри-
вались как нечеткие числа.
Для приведения переменных мо-
дели в соразмерных значений режим-
ные параметры процесса бурения осе-
вая нагрузка на долото F  и частота 
вращения ротора дN  были приведе-
ны к безразмерному виду i
i
max
Xx
X
= , 
1i ,N= , где { }дx P,N∈ % % , { }дX P,N∈ ; 
N  - количество точек наблюдений; P% , 
дN% - значение P , дN  в безразмерных 
единицах.
Были выбраны следующие значе-
ния: 3r =  и 2m = . Синтез модели 
(15) осуществлялся с помощью раз-
работанного генетического алгоритма 
[5], который позволяет вычислить не 
только параметры модели, но и вы-
брать оптимальную структуру модели 
на основе критерия регулярности. В 
среде MatLab, соответствующее про-
граммное обеспечение реализации за-
дачи моделирования с разработанным 
методом. В результате работы про-
граммы получили следующие значе-
ния я параметров эмпирической моде-
ли: 1c = 1,5478; 4c =0,1793; 9c =0,3498. 
На рис. 1 показана зависимость функ-
ции ( )0v x  от режимных параметров 
1x F= %  и 2 дx N= % .
Разработанный метод построения 
эмпирической модели полиномиаль-
ного вида, который допускает, что 
входные факторы нечеткие величины 
с известной функцией принадлеж-
ности гауссова типа. Показано, что 
полученная эмпирическая модель 
также является полиномом, где вход-
ные факторы имеют дополнительную 
составляющую, которая является 
своеобразной «платой» за нечеткость 
входной информации. Для синтеза 
нечеткой модели использован метод, 
основанный на идеях генетических 
алгоритмов.
Рис. 1. Зависимость ( )0v x  от режимных параметров 1x  и 2x
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